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INTRODUCTION 
L’ttude des rtseaux critiques des spheres a donne lieu a de nombreux 
travaux, auxquels sont attaches en particulier les noms de Hermite, 
Korkine et Zolotareff, Minkowski, Voronoi’, Blichfeldt. Korkine et 
Zolotareff ont introduit (en termes de formes quadratiques) la notion plus 
gtnerale de reseau extreme qui a elle-m&me motive de nombreuses recherches. 
Barnes a notamment determine tous les rtseaux extr&mes de dimension 6, 
completant l’ttude par Korkine et Zolotareff des reseaux de dimension 6 5. 
Zimmert ( [26], voir aussi [ 193) en etudiant par voie analytique les classes 
d’idtaux des corps de nombres, a Cte amen& a considtrer les couples de 
classes jumelles (c, 6~ ‘), oh 6 est la classe de la differente. La transposi- 
tion geomttrique de cette idte conduit a ttudier les majorations de 
F(x) F(y), pour un couple (x, y) bien choisi de vecteurs non nuls d’un 
reseau et de son dual, F etant une fonction sur R” de la forme 
Ix~....Y,I (u:+z:)...(~~S+z,‘), r+2s=n (voir $6). 11 est done nature1 
d’examiner la question analogue lice aux spheres, ou la fonction F est 
remplacte par la norme euclidienne: etude des maxima locaux et absolus. 
Dans cet article nous avons adopt& le point de vue des reseaux plutot que 
celui des formes quadratiques. 
Le 5 1 tixe les notations et examine une question voisine lice a la rtduc- 
tion d’Hermite. Dans le $2, on introduit des constantes likes a la dualite, et 
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l’on demontre un certain nombre d’inegalites les mettant en jeu. Dans le $3, 
on examine la notion de reseau dual-extreme, analogue pour le produit des 
normes dun reseau et de son dual a celle de reseau extr$me. En nous 
inspirant des travaux de Voronoi’ et de Barnes, nous caracterisons ces 
reseaux. On examine dans le 44, du point de vue de la dualite, un certain 
nombre de reseaux “classiques” apparus dans la litterature a propos de 
formes extremes. Nous demontrons dans le $5 qu’en dimension 64, 
l’ensemble des rtseaux dual-extremes se compose des reseaux extremes et 
de leurs duals. L’article s’acheve par le 96 consacrt a des applications aux 
normes des ideaux dans des couples de classes jumelles. 
1. FORMES QUADRATIQUES ET RBSEAUX 
Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension n. Une forme quadrati- 
que q sur E possede un discriminant D = D(q), a savoir le determinant de 
sa matrice dans une base orthonormee de E. Un rtseau L de E (sous- 
groupe discret de rang n de E) possede un discriminant A = A(L), a savoir 
la valeur absolue du determinant dune base (e,, . . . . e,) de L dans une base 
orthonormee de E; on a A2 = det(e, . e,). (On note x. y le produit scalaire 
de x, y appartenant a E et Il.xII = (x.x)“~ la norme du vecteur x.) 
1.1. DJ~FINITION. La norme de L est [ILlI =Ir~f,..~~~~ Ilxll; la sphere de 
L est S(L)= (x~ L/llxil = IlLll}. 0 n note s = s(L) le nombre de couples 
(+x) de vecteurs minimaux de L. 
Au couple (L, B) forme d’un rtseau L et dune base B = (e,, . . . . e,) de L, 
on associe la forme quadratique sur R” qui a x = (x1, . . . . x,) associe q(x) = 
/Ix1 e, + ... + x,e, 11’. On obtient ainsi une bijection naturelle entre classes 
d’isometrie de rtseaux E et classes (modulo Gl,(H)) de formes quadrati- 
ques dttinies positives sur R”. Les discriminants A et D ne dependent que 
de ces classes, et l’on a A2 = D. Dans les applications, on a souvent affaire 
a des invariants des classes de similitude de reseaux. C’est le cas de la 
constante y,(L) suivante: 
1.2. DEFINITION. On pose y,(L) = ~~L~~2 A(L)p2’“, et y, = sup, y,(L) 
(constante d’Hermite). 
A une forme quadratique dttinie positive q sur R” on associe n coefli- 
cients “externes” A,, . . . . A, et n(n - 1)/2 coefficients “internes” clii, 
1 <i<j<n dtfinis par l’tgalite q(x)=A,(x,+cr,,x,+ ... +x,~x,)‘+ 
A2(x2 + c123x3 + ... + ~l~,,x,)’ + . . + A,xi. En termes geomttriques, c’est 
le pro&de d’orthogonalisation de Gram-Schmidt. 
La reduction d’Hermite (ou reduction HKZ) s’obtient en dtcomposant 
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en carres une forme convenable tquivalente a q suivant un pro&de intro- 
duit par Hermite [ 121 et precise par Korkine et Zolotareff [ 143. Soit A, le 
minimum de q sur Z”. Quitte a remplacer q par une forme iquivalente, on 
peut supposer que A, = q( 1, 0, 0, . . . . 0). On pose q1 = q, puis on d&it q2 A 
l’aide dune Cgalite de la forme q,(x) = A,(x, + cllzxz + ... + ctlnx,)’ + 
q2(x2, . . . . x,). Par recurrence, on obtient une decomposition en car& 
A,(x,+cr,,x,+ “. +a,nX,)2 + A,(xz+a,,x,+ ..’ +C12nX,)2+ ... +/4,x;: 
dune forme equivalente a q. On peut ensuite, en utilisant une substitution 
triangulaire superieure, se ramener au cas ou Ton a - 4 d cl0 6 1 quels que 
soient 16 i < j < n. (Et l’on peut meme imposer par exemple les inegalitts 
0 < ~~~ < $ pour j = 2, . . . . n.) En termes de reseaux, on choisit un vecteur 
minimal d’un reseau L, on pose e’, = e, et L; = L, et I’on repete l’operation 
a partir du reseau L; de l’hyperplan orthogonal a e,, egal a la projection 
de L. On obtient ainsi une suite de rtseaux relatifs L’, = L, L;, . . . . LL de 
dimensions n, n - 1, . . . . 2, 1, et de vecteurs e,! E Li avec Ile:ll = (1 LII/. On 
releve ensuite e;, . . . . ei en une base e,, . . . . e, de L, de facon a avoir, pour 
i<j, le,!.e,l<~lle~ll’. La forme quadratique Ilx,e,+ ... +x,e,l(’ a pour 
“coefficients externes” A i = lie: II 2. On a Ile~Il/lle~+l II < y2 = 2/$, d’ou 
Ile~ll/lle~ll < ($P ‘)I’. 
1.3. DEFINITION. On pose y:(L) = Max Ile’,Il/lle~ll et yt = supL y:(L). 
On a 7:: < y; + 1 yzwk pour 0 6 k 6 n - 1, et r; = 2/3. Korkine et Zolota- 
reff [ 143 ont montrt l’egalite difficile y; = & d’ou l’on deduit facilement 
I’egalite yi = 3, et en m&me temps le fait que, pour n < 4, les bornes sont 
atteintes seulement sur les reseaux critiques et leurs duals. Qn a 
r;<r;*=$, et meme Y;<+, cf. [14], et y;bJg [7], mais y;(L)= 
fi < y; lorsque L est le reseau critique. Les valeurs des constantes yi ne 
semblent pas connues pour n > 5. 
Cette question a CtC reprise recemment par H. W. Lenstra et C. P. 
Schnorr, qui etudient les minima successifs d’un reseau et de son dual, dans 
leur article “On the Successive Minima of a Pair of Polar Lattices”, 
preprint. Autres references: J. L. Lagarias, H. W. Lenstra et C. P. Schnorr, 
“Korkine-Zolotareff Bases and Successive Minima of a Lattice and Its 
Reciprocal Lattice”, a paraitre dans “Combinatorics”; A.-M. BergC et 
J. Martinet, “Sur la constante d’Hermite (etude historique)“, S&m. Thtorie 
des Nombres de Bordeaux, 1985-1986, expose no 8. 
2. DUALITY 
On note encore E un espace euclidien de dimension n. Si L est un rtseau 
de E, on note L* son reseau dual (ou reciproque); si B est une base de L, 
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la base duale B* de B (pour la structure euclidienne de E) est une base de 
L*. Si q est la forme quadratique sur IR” associee au couple (L, B), c’est la 
“forme reciproque” de q qui est associee au couple (L*, B*). 
2.1. DEFINITION. On pose y:(L) = IILIJ . IIL*ll, et yk = sup, y:(L). 
La relation evidente [y;(L)]‘= y,,(L). y,(L*) (cf. def. 1.2) entraine 
l’existence de la constante y: ainsi que la majoration y; < y,. 
La definition suivante est une gtneralisation des constantes yn et yi, que 
l’on retrouve en faisant k = 1. 
2.2. DEFINITION. (i) Pour 0 d k < n, on note A,(L) la borne inferieure 
des discriminants des reseaux relatifs de dimension k contenus dans L. 
(ii) Pour O<k<n, on pose y,,,(L) = [Ak(L)]’ d(L)p2k’n et 
Y;*,(L) = d,(L) dk(L*). 
(iii) Pour 0 <k 6 n, on pose yn,k = sup, Y,,~(L) et y;t,k = supL y:JL). 
L’existence de d,(L) provient de l’inegalite dk( L) 3 )I Lllkr, oh r, est la 
constante de reseau de la sphere de dimension k (on a rk = yi k’2). Des 
yia;;);; Yn,k(L).Yn.k(L*)= [Ybk(L)l2 et Yn,k(L)6 IiLi12kd(L)p2k’n= 
on dtduit I’existence des constantes y,,k et yi,k ainsi que les 
inlgalitts yk+k < y,+ d (y,)k. 
Les constantes yn,k ont Cte introduites par Rankin dans [20] en termes 
de formes quadratiques. Un argument de compacite montre tout de suite 
que ces constantes sont atteintes. 
Dans la suite, pour 0 <k < n, on note d(e,, . . . . ek) le determinant des 
vecteurs e,, . . . . ek dans une base orthonormie dun sous-espace de dimen- 
sion k qui les contient. 
2.3. LEMME. Soient (e,, . . . . e,) me base de E, (e:, . . . . e,*) la base duale, et 
k (0 <k < n) un entier. Afors, d(e,, . . . . ek) = A(e,, . . . . e,) d(e,*+ 1, . . . . e,*). 
En effet, cela resulte d’un calcul immediat de determinant. On en deduit 
tout de suite (cf. [20] pour le debut de (ii)): 
2.4. PROPOSITION. Soit k un entier, 0 < k < n. On a: 
(i) Pour tout r&au L, yn,k(L)=y,,-k(L*) et yh,k(L)=yL,,+k(L) 
( =dz,ktL*)). 
tii) Yn,k=Yn.n+k et Y~,k=?$n-k. 
La proposition suivante se trouve egalement dans [20, theoreme 41; 
nous ne la demontrons pas. 
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2.5. PROPOSITION. Quels que soient les entiers h et k avec 0 d k < h < n, 
On a Yn.k d Y~,k(Yn.h)~‘~. 
2.6. THBOR~ME. Soit k un entier avec 0 < k < n/2. On a les ine’galites: 
(i) (Yn.k)‘d (Yn-k,k)n- k(?L,k)‘k. 
tii) &2X- 6 (d-k.k?. 
2.7. COROLLAIRE. Si n est pair, on a yL.,,I2 = Y,,~,*. 
Cela risulte de (i) avec k = n/2 et de I’intgahte y:,.k 6 Y,~.~. 
2.8. COROLLAIRE. On a (yn,k)“m- Zk < (y,, ~ k.k)np k, et en particulier, 
Yn < y;;,l )/in ~ 2). 
Cela risulte de (i) et de I’inegalite $,k d y,,k. 
[La deuxieme inegalite du corollaire 2.8 est due a Mordell, cf. [S, Ch. X, 
th. 4-J; le cas n = 4, &once en termes de formes quadratiques, figure dans 
I’article 1131 de Korkine et Zolotareff.] 
2.9. COROLLAIRE. Pour tout k 3 0, on a yik + , < [y; + 1]2. 
On utilise (ii) avec n = 2k + 1, ainsi que la prop. 2.4(ii). 
Demonstration du theoreme 2.6. (i) Soit L un reseau de E, et soit h4 un 
reseau relatif de dimension n-k, contenu dans L, pour lequel on ait 
A(M) = A,_,(L). On a done d(M) = Y:~,~(L) .d,(L))‘, d’ou dk(M)2’“-k’= 
Yn-k.kt”Jn k (y&(L) d(L) ’ dk(L)-‘)2k. L’intgalite d,(L) d d,(M) 
entraine done l’inegalite A,(L)“-~ k < Y~~~,~(M)(” k”2. [y:JL) A(L) 
Ak(L)-‘lk, inegalite qui s’tcrit encore Y~,~(L)“< ynpk,k(M)n--k. 
(yh,k(L))“k < (l)n-k,k)n-k’ (&k)2k3 d’oh (il. 
(ii) CommenGons par demontrer deux lemmes: 
2.10. LEMME. Soit L un reseau de E et soit F un sous-espace de E tel que 
L n F soit un rhseau de F. Alors, le dual de ce reseau est eggal a la projection 
orthogonale sur F du reseau L*. 
Demonstration. On choisit une base e,, . . . . e, de L, telle que e,, . . . . ek 
soit une base de L n F. 
2.11. LEMME. Soit L un reseau de E et soient k et h deux entiers avec 
O<kdh<n. Alors, on a l’inegalite A,(L)by~~k,h~k A,(L) A,-,(L*)-‘. 
Demonstration. Soit M c L un reseau relatif de dimension k tel que 
A(M) = A,(L), soit F le sous-espace de E engendre par M, soit p la projec- 
tion orthogonale sur F’, et soit N c L un reseau relatif de dimension h -k 
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tel que d(N) = dhpk( p(L)). On a d,(L) < d(M@ N) = d(M) .d( p(N)), 
avec d(M) = d,(L), et 
d(P(N))=d,~,((L*nF~)*) (lemme 2.10) 
=Y~~k,h-k(L*nF’).d,.-,(L*nFI)~’ 
dYLk,h -k’ d&,(L*) I, 
d’ou le lemme 2.11. 
Demonstration de 2.6(ii). En multipliant membre a membre les 
intgalitts obtenues en appliquant le lemme 2.11 a L et a L*, on obtient 
l’inegalite y:,,(L) < (yLpk,hpk)Z y;,,(L). yk+JL) -I, qui, pour h =2k, 
entraine 2.6(ii). C.Q.F.D. 
Examinons maintenant les relations entre les constantes yk et les 
constantes y,‘: introduites au 9: 1. 
2.12. PROPOSITION. Pour tout entier n et tout reseau L de E, on a 
y:(L) < y:(L), et done y; 6 yi. 
Demonstration. On considere une suite de reseaux L, comme dans le 
paragraphe 1 dont nous conservons les notations. Par le lemme 2.10, on a 
L,T = L* n Re,,, done IILII (IL*11 f  IILl llL,*Il =a, .a;’ <y:(L). C.Q.F.D. 
I1 est clair que l’egalite yi( L) = yL( L) est veritiee pour n 6 2. L’exemple 
suivant montre qu’il n’en est pas de meme pour n > 3. Tout d’abord on 
construit par recurrence, pour tout k 3 2, des reseaux M de dimension k 
tels que y;(M) soit superieur a 1. Pour n 3 3, considerons un rtseau L 
somme directe orthogonale dun tel reseau M de norme 1 et de dimension 
II- 1, et dun reseau Le, avec y:,-,(M))‘< lle,I) < 1. On a alors y:(L)3 
aIla, = Il~WlLll 2 IILII rl- ,(W > 1 = A(L). 
Toutefois, l’egalite y; = yz subsiste pour n < 4: 
2.13. PROPOSITION. (i) y; =y’, = y1 = 1. 
(ii) y;=yi =y2=2.3-‘/‘, valeurs atteintes seulement pour les 
reseaux hexagonaux. 
(iii) yy=y; =A (<y7=f) 2 , valeurs atteintes seulement pour les 
reseaux cuhiques a faces cent&es, et cubiques centres (reseaux critiques et 
leurs duals). 
(iv) y;=y; = y4 = fi et yi,z = y4,2 = y4,2 = 3, valeurs atteintes 
seulement pour les reseaux cubiques centres (reseaux critiques). 
Demonstration. Les assertions (i) et (ii) sont tvidentes. La valeur de y ; 
ainsi que la determination des rtseaux sur lesquels elle est atteinte est due a 
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Korkine et Zolotareff [ 14, no 4 et 51; comme les constantes y;(L) et y;(L) 
comcident sur ces rtseaux, la proposition 2.12 entraine l’assertion (iii). Les 
constantes pour la dimension 4 se deduisent de celles obtenues pour les 
dimensions inferieures: yi < y;y’; = &, y4< y4 6 y:‘* = $ (car. 2.8), yi > yk 
(prop. 2.12), y& B yiy, 3/2 = $ (th. 2.6(i)); de meme, on a y& 2 = yj 2 
(car. 2.7), yI,* d (y;)* = 3 (th. 2.6(ii)), et y&L) = (d/2)’ x (IILl llL;ll)‘=‘$ 
lorsque L est critique. 
Le fait que seuls les reseaux cubiques centres veritient y:(L) = 4 resulte 
de la demonstration de 2.6(i). Les assertions analogues concernant y4, ,(L) 
ont ete prouvtes par Rankin [20], qui donne egalement la valeur de y4.2. 
2.14. Remarque. Les resultats de la proposition 2.13 qui concernent y; 
et y& sont tgalement dmontres au $5 par une etude locale independante des 
rbultats de Korkine et Zolotareff sur y; et yJ. 
2.15. Remarque. L’inegalite yi ,< yi + , y I: k, s’ecrit, lorsque n = 2k + 1, 
y& + 1 < yi:, , inegalite analogue a celle du corollaire 2.9. Nous ignorons si 
I’inegalite yk < y; + , y; .~k est vraie quels que soient n et k. En prenant II = 5 
et k = 2, on obtient y; ,< y; < (y;)* = 3 (et l’on a meme y; < $, cf. [ 143). On 
constate que y; et y; sont strictement inferieurs a ys (yS =23’s = 1, 515 . ..). 
2.16. CONJECTURE. On a y; = 42, et cette valeur n’est atteinte que SUY 
ies rheaux semblables ci B,, B$, Ai et A:* (cf: $4 pour les d&finitions). 
(Noter que l’on a y; > &, cf 4 1). Cette conjecture entraine I’in&galitt 76 d 2 
(car. 2.9) et done (th. 2.6(i)) ys < ys ya ‘*I9 ‘I9 6 2’Oi9 = 2, 1601 . . . . rhltat 
toutefois un peu moins bon que celui de Rogers (y9 62, 1412 . . . . cf: [17]). 
2.17, Remarque. En utilisant la valeur de y, (y, = 26/7), le corollaire 2.8, 
le theoreme 2.6(i), et l’intgalite ya > 2 (due a l’existence du reseau 
unimodulaire E8), on trouve tout de suite les egalites ya = yk = 2. En outre, 
on sait que l’on a y,(L) < 2 lorsque L nest pas semblable au reseau E,; le 
rtsultat analogue pour y;(L) s’en dtduit sans peine. 
3. RBSEAUX EXTR~MAUX 
Dans ce paragraphe, on rapelle la notion de reseau extreme, due a 
Korkine et Zolotareff, et l’on introduit une notion analogue pour la 
fonction y;(L). On rappelle les tmonstrations des resultats classiques de 
Korkine et Zolotareff completes par Voronoi’ [25] et l’on prouve en m&me 
temps les rtsultats correspondants pour la fonction y:(L). Les tnoncts sont 
donnts en termes de reseaux. 
3.1. DEFINITION (Korkine et Zolotareff). Un reseau L est dit extreme 
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s’il realise un maximum local de la fonction L H y,(L) = I/ L(I ’ d(L) p2n, 
critique s’il s’agit du maximum absolu. 
3.2. DEFINITION. Un rtseau L est dit dual-extreme s’il realise un 
maximum local de la fonction L F+ y:(L) = 11 LII 11 L* 11, dual-critique s’il 
s’agit du maximum absolu. 
Remarquons qu’il s’agit de maxima de fonctions dtfinies sur des classes 
de similitude, et que la seconde notion fait jouer un role symttrique a un 
rtseau et a son dual. 
Pour enoncer les deux theoremes suivants, dont le premier est du a 
Korkine et Zolotareff, nous introduisons les notations suivantes: 
3.3. Notations. (i) End”E dtsigne l’espace des endomorphismes 
symttriques de E, c’est-a-dire egaux a leurs transposes (‘u est defini par 
l’egalite x. u( y) = ‘u(x). y quels que soient x et 1’ appartenant a E). On 
note N = n(n + 1)/2 la dimension de End”E. 
(ii) Tr designe la forme lineaire trace sur End”E. 
(iii) Pour XE E, x #O, cp, designe la forme lintaire u++ U(X) .x sur 
End’E. 
(iv) Pour x E E, .X # 0, p, designe la projection orthogonale sur la 
droite [wx. 
(v) Pour u E End E, on pose u* = *u ’ (contragrediente de II). 
Notons que, modulo le groupe orthogonal (a droite ou a gauche), tout 
endomorphisme de E posdde un unique representant symetrique. Cela 
explique le role joue par les endomorphismes symttriques. 
3.4. THI~OR~ME (Korkine et Zolotareff). Pour qu’un reseuu L soit 
extrtke, il faut et il suffit que le systeme d’inequations cpl.(u) > 0 pour 
x E S(L) et Tr u 6 0 n’ait que la solution u = 0 duns End”E. Si ces conditions 
sont satisfaites, il existe un voisinage de L sur lequel tout reseau L’ vertfiant 
I’PgalitP y,( L’) = y,(L) est semblable a L. 
3.5. THBORCME. Pour qu’un reseau L soit dual-extreme, il faut et il suffit 
que le systeme dinequations cp.,(u) >, 0 pour x E S(L) et cp,:(u) < 0 pour 
y E S(L*) n’ait que la solution u = 0 duns End”(E). Si ces conditions sont 
satisfaites, il existe un voisinage de L sur lequel tout reseau L’ vertfiant 
yL(L’) = y;(L) est semblable a L. 
On dtmontrera en mCme temps la proposition suivante: 
3.6. PROPOSITION. Si L est un reseau extreme (resp. dual-extreme), S(L) 
engendre E (resp. chacun des ensembles S(L) et S(L*) engendre E). 
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DPmonstrations. Posons, pour u E End”E et E > 0, v, = id + EU. Soit L un 
reseau de E; on remarque que, pour e assez petit, on a S(u,(L)) c v,(S(L)) 
et S(v,(L)*)c v,*(S(L*)) (pour la seconde inclusion, on utilise I’egalite 
v,(L)* = u,*(L*) et la continuite de I’application UH v* sur Gl(E)). On 
suppose dans la suite E ainsi choisi. 
Pour XE E, on a JIv,(x)/Iz- I~xll’= 2~ U(X) .s+s2 IIu(x)II’. On en deduit 
que IIv,( L)lI - /I LII est positif ou nul (resp. strictement positif pour E assez 
petit) si et seulement si Ton a u(x) ..x 3 0 (resp. u(x) .x > 0 ou u(x) ..‘i = 0 
avec U(X) # 0) pour tout x E S(L). De meme, vues les egalites, valables pour 
tout E assez petit, v,* = v~’ = id - EU + s2u2 + .. . + (- 1 )k~k~k + .. ., on a 
IIu,( L)* I( - I/L* /I b 0 (resp. >O pour F assez petit) si et seulement si Ton a 
u(y).~~<0 (resp.u(y).y<O ou u(.v).JJ=O avec u(y)#O) pour tout 
YES. En effet, on a IIu,*(.Y)I~‘- Ilyl12= -~Eu(~).JJ+~F? IIu(y)IJ’+ ..t 
quel que soit ~1 E E. Enlin, on a l’identitt det u, = 1 + ET,(U) + 
s2T2(u)+ ... + .?~,Ju) dans laquelle les T,(U) sont les fonctions symetri- 
ques Cltmentaires des valeurs propres A,, . . . . 2, de U. Si u E End” E est non 
nul, on voit que, pour tout F > 0 assez petit, on a det v, > 1 si Tr u > 0 et 
det v,: < 1 si Tr u 6 0: c’est clair si Tr u # 0 car Tr u = T,(U), et si Tr u = 0, 
on utilise les relations T2(u)=Ci,, 2,)“; = (+)[(CiI.,)2 - x;%f] = 
- (i, x; %; < 0. 
La demonstration du theoreme 3.4 est maintenant facile. Supposons 
d’abord l’existence d’un u E End” E non nul tel que cp .(u) > 0 et Tr u 6 0. On 
a alors en posant toujours v, = id + EU et en supposant E > 0 assez petit, les 
inegalites IIv,(L)II > IlLll et d(v,(L))<d(L) (car d(u,(L))d(L))‘=det u,). 
On voit done que L n’est pas extreme sous cette hypothese. Recipro- 
quement, supposons que les inegalites cp .( y) 3 0 pour x E S(L) et Tr u d 0 
entrainent u = 0 dans End’& et montrons que tout reseau L’ assez voisin 
de L tel que y,(L’) 3 y,(L) est semblable a L. On ecrit L’= u(L), et, quitte 
a composer u avec une similitude, on peut supposer que v est symetrique et 
tel que Ilu(L = IlLI d’oh A(v(L)) < d(L), i.e., det v 6 1. II suffit de voir que 
v est l’identite. Sinon, on peut ecrire u sous la forme u = id + EU avec F > 0 et 
u de norme 1 (pour une norme quelconque dont on munit End E). Pour t: 
assez voisin de id, on a u(x) ..Y 3 0 pour tout x E S(L) (parce que 
Ilu(L = IlLI ) done Tr u > 0, ce qui contredit la condition det /I d 1. 
Pour demontrer le thtoreme 3.5, nous prouvons d’abord le lemme 
suivant qui entraine la proposition 3.6. 
3.7. LEMME. Soit L un rPseau tel que S(L) n’engendre pas E. Alors tout 
uoisinage de L contient un rPseau L’ tel que yk(L’) > y:(L). 
Supposons en effet S(L) contenu dans un hyperplan H de E, et soit t’ une 
a!Iinite orthogonale de rapport k < 1 et d’hyperplan H (v est l’identite sur 
H et l’homothttie de rapport k sur la droite orthogonale a H). Pour k assez 
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voisin de 1, v conserve S(L). Comme v* = o-l, on a ]lv*(x)l] > llxl] pour x 
n’appartenant pas a H; done si S(L*) n H = 4, L’ = v(L) convient pourvu 
que k soit assez voisin de 1; si au contraire S(L*) n H n’est pas vide, on 
peut, quitte a remplacer L par v(L), supposer S(L*) contenu dans H. 
Choisissons un hyperplan F de H qui ne rencontre pas S(L*), et soit D une 
droite orthogonale a F, contenue ni dans H ni dans son orthogonal. Con- 
siderons une afftnite v’ de rapport k’ > 1, d’hyperplan H et de direction D; 
o’ conserve la decomposition orthogonale F@ FL, est l’identite sur F, et la 
matrice de sa restriction a F’ dans une base orthonormee (e,, e2) avec 
e, E H est de la forme (A ;,) avec c1# 0. La matrice de la restriction de v’* a 
FL est alors de la forme (j z) avec /I # 0. v’* augmente done strictement la 
norme des vecteurs de H qui ne sont pas dans F. Pour k’ assez voisin de 1, 
on a S(v’(L))=S(L) et Ilv’(L)*lI > IIL*ll, d’ou yk(v’(L))>y;(L). 
Passons maintenant a la demonstration du thtoreme 3.5, en supposant 
d’abord qu’il existe u # 0 dans End”E verifiant les intgalitts cp,(u) 2 0 pour 
x E S(L) et q,.(u) 6 0 pour ~1 E S(L*). Soit v = id + EU. Pour E > 0 assez petit, 
on a Ilo(L 3 [ILlI et Ilv(L)*Il 3 IIL*ll, et done yk(v(L))>yi(L); en outre, si 
l’egalite a lieu, on a Ilu(L = IILII, ce qui entraine que S(v( L)) = {x E S(L) 
tels que u(x) =Oj. Comme u est non nul, S(u(L)) n’egendre pas E; le 
lemme 3.7 montre qu’il existe des reseaux L’ arbitrairement voisins de v(L), 
done de L, tels que yL(L’) > y:(L). Rtciproquement, supposons que les 
inegalitts cp,(u) 3 0 pour x E S(L) et cp&u) d 0 pour y E S(L*) n’aient que 
la solution nulle dans End”E, et montrons que tout reseau L’ assez voisin 
de L tel que yi(L’) 3 y:(L) est semblable a L. Ecrivons L’ = v(L); quitte a 
composer v avec une similitude convenable, on peut supposer que v est 
symetrique et que Ilv(L)*ll = II L*ll. Montrons alors que v = id. Sinon on 
peut ecrire v=id+w E>O et ilull = 1. On a Ilu(L 3 l/L/l, done pour v 
assez voisin de l’identite, u(x) x 3 0 pour s E S(L), et de m&me u(y) . y d 0 
pour ye S(L*), ce qui contredit l’hypothese v #id. 
Nous allons maintenant donner des Cnoncts permettant d’utiliser les 
conditions des theoremes 3.3 et 3.5. Une traduction du thtoreme 3.4 a et& 
don&e par Voronoi’ [25]. Nous en donnons une nouvelle demonstration 
adaptable au cas des rtseaux dual-extremes, due a Barnes [2] et reposant 
sur le theoreme suivant de Stiemke. 
3.8. THBOR~ME (Stiemke). Soit V un espace vectoriel rPe1 de dimension 
finie et soient cp, , . . . . ‘pP des formes IinPaires sur V. Les conditions suivantes 
son t Pquivalen tes : 
(i) II existe des nombres rPels p,, . . . . pP positifs tels que 
PI’pI+ .‘. +pp’pp=o. 
(ii) Toute solution XE V au systtime q,(x) 30 pour j= 1, . ..~ p &rifie 
q,(x) = 0 pour j= 1, . . . . p. 
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La d&monstration de Stiemke se trouve dans [24]; noter que dans [2] 
la premikre inCgalitt: de (3), p. 537 est en fait une itgalitC. 
3.9. DEFINITION (Voronoi’). On dit qu’un rtseau L est parfait si les 
formes lintaires cpr, pour x E S(L), engendrent (EndsE)*, et qu’il est 
eutactique si la forme lineaire trace est combinaison lintaire A coefficients 
strictement positifs des formes cpl, x E S(L). 
3.10. DEFINITION. On dit qu’un rtseau L est dual-parfait si les formes 
linaires rp,, pour x E S(L) u S( L* ), engendrent (End” E) *, et qu’il est dual- 
eutactique s’il existe des nombres rkels strictement positifs pl, I E S(L), pj,, 
.YESW*), tels we Cr~.~(L)~x~x=C~ES(L=,~j.~.~. 
(Les adjectifs parfait, eutactique, dual-parfait, dual-eutactique s’appli- 
quent en fait A la famille des droites portant, selon les cas, les vecteurs de 
S(L) ou de S(L) u S(L*).) 
3.11. Remarque. La notion de rkseau parfait introduite dans 3.9 est 
kquivalente au fait que seule la forme quadratique nulle annule tous les vec- 
teurs de S(L). Cette condition est elle-mCme Cquivalente A la condition 
d’uniciti: introduite par Voronoi’ A la suite des travaux de Korkine et 
Zolotareff (cf. [2, (l), p. 537; 15, $51). Quant A l’equivalence de notre 
notion d’eutaxie avec la dtfmition classique, elle se voit ainsi: les projec- 
tions orthogonales pz sur les vecteurs z E E - (0) engendrent End”E et sont 
telles que Tr(p,) = 1 et cp,(p,) = (x .z)‘/IlzII’ pour tout XE E. On a done 
1’Cquivalence Tr = C, E s(L) p1 OVZEE, ll~ll*=C~~~,~)p,(x.-1)~. 
La dtfinition classique faisant intervenir la forme rCciproque [25, 1, 2, 
10, $21 se retrouve alors facilement B I’aide du dictionnaire du 6 1. 
3.12. Remarque. L’application u H Tr u2 est une forme quadratique 
dClinie positive sur End”E. L’identification de (End”E)* A End”,? qui en 
rtsulte applique cp.Jll.~lI’ sur P,~. Un rtseau L est done parfait (resp. dual- 
parfait) si et seulement si les py pour XE S(L) (resp. pour XE S(L) u 
S(L*)) engendrent End”& et eutactique (resp. dual-eutactique) si et 
seulement s’il existe une relation id = C.,, s,Ll CI, P.~ (resp. C, E s(L1 a, p., = 
LS(L*, &A) avec des coefficients a, et b., positifs. 
3.13. TH~OR~ME (Vorondi). Un rCseau est e.utGme si et seulement s’il 
est parfait et eutactique. 
3.14. TH~OR~ME. Un rhseau est dual-extrgme si et seulement s’il est duul- 
parfait et dual-eutactique. 
DPmonstrations. Nous dtmontrons en m?me temps ces deux thborkmes. 
Soit L un rtseau. Nous notons F l’ensemble des formes -Tr, cp,, x E S(L) 
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(rw. CP.~, XE S(L), -‘p-,,, y E S(L*)). Supposons d’abord L parfait et 
eutactique (resp. dual-parfait et dual-eutactique), et soit u E End”,? tel que 
f(u) soit 20 pour tout fg F. Les proprietts d’eutaxie montrent qu’il existe 
des coefficients pr> 0 tels que C pry= 0, done x pff(u) = 0. On a done 
f(u) = 0 pour tout SE F. Comme la famille F engendre End”E (conditions 
de perfection), on a u = 0. On conclut par le thtoreme 3.4 (resp. 3.5). 
Rtciproquement, supposons L extreme (resp. dual-extreme). et soit 
UE End’E tel que cp,(u) =0 sur S(L) (resp. S(L) u S(L*)). Quitte a 
changer u en -u, on peut supposer que l’on a Tr u 6 0; le theoreme 3.4 
(resp. 3.5) montre tout de suite que Ton a u = 0; le reseau L est done parfait 
(resp. dual-parfait). Pour verifier Ies conditions d’eutaxie, il suffit de voir 
que la famille des formes F verifie les conditions (ii) du theoreme 3.8: or, si 
UE End,‘E est tel que f(u) soit 20 pour tout f~ F, le theoreme 3.4 
(resp. 3.5) montre que u est nul done annule la famille F. C.Q.F.D. 
3.15. PROPOSITION. (i) Si L est parfait (resp. dual-parfait) on a s(L) > N 
(resp. s(L) + s(L*) > N). 
(ii) Si L est dual-extr@me, on a s(L)+s(L*)bN+ 1. 
Dhonstration. (i) resulte de la definition 3.9 (resp. 3.10). Pour (ii) on 
remarque simplement qu’il existe une relation non triviale entre les 
P xeS(L)uS(L*). [Si L est dual-extreme, et si s(L)+s(L*)=N+ 1, 
on’ voit facilement que N quelconques des formes cp\-, .XES(L)/(fl)U 
S(L*)/( 4 1) sont indtpendantes; pour n > 1, nous n’avons pas d’exemple 
avec s(L)+s(L*)<N+2.] 
3.16. Remarque. I1 est facile de montrer que chacune des conditions 
“L parfait”, “L eutactique” entraine que S(L) engendre E. Par contre, il 
existe en dimension 3 6 des reseaux L dual-parfaits pour lesquels S(L) 
n’engendre pas E (par exemple les reseaux ML* avec 6 6 2r < n < 4r - 2 
ou Li* avec n 3 7 decrits au #4(c), . ..). 
3.17. Remarque. Pour un reseau L dual-extreme, l’intgalite s(L) 3 n qui 
resulte de la proposition 3.6 est optimale pour n > 5 comme le montre 
l’exemple du reseau B,* (cf. 34(b)). Pour n = 2, 3,4, l’inegalittt optimale est 
s(L)>??+1 (cf.$5). 
A la suite de Schlafli et de Hadwiger, Coxeter [lo, 941 a donne quelques 
conditions d’eutaxie. Par exemple, une famille de s droites est une 
configuration eutactique si ces droites s’obtiennent comme projections 
orthogonales d’une famille de s droites deux a deux orthogonales d’un 
espace de dimension s contenant E; en particulier, on a s > n, et, si s = n il 
s’agit de droites deux a deux orthogonales. Un autre exemple de 
configuration eutactique est fourni par la famille (si f Ed) oti sr. . . . . E, est 
une base orthonormte de W. La propriett d’eutaxie se conserve par 
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projection orthogonale, somme directe orthogonale et reunion, et est en 
particulier veritite par les configurations invariantes sous l’action d’un 
groupe d’automorphismes irrtductible. 
Soit L un rtseau et soit G un groupe d’automorphismes de L (G stabilise 
done S(L) = S et S(L*) = S*). Ecrivons S/( ) 1) et S*/( + 1) comme 
reunions d’orbites S,, . . . . S, et ST, . . . . S,*, et posons ui = C,, s, p\- et UT = 
c I.ES,. p, Nous utiliserons souvent la propriete suivante, deja signalee par 
Scott [ill: 
3.18. PROPOSITION. Avec les notations ci-dessus, L est eutactique (resp. 
dual-eutactique) si et seulement s’il existe une relation id = C a,u, (resp. 
1 a,u;= 1 bjuj) aver des ai, b,>O. 
Demonstration. I1 suffrt de remarquer que l’on a prr(\-, = (T ‘1 p, 3 (T ’ pour 
toute transformation orthogonale 0. 
Le cas d’un groupe transitif est particulierement interessant: 
3.19. PROPOSITION. Soit L un reseau dont le groupe G d’automorphismes 
est transitif sur l’ensemble des vecteurs minimaux. Alors: 
6) si L est parfait, il est eutactique. 
(ii) si L est eutactique et dual-eutactique, L* est eutactique. 
Demonstration. (i) Puisque L est parfait, il existe une relation id = 
CrESIL~I~~I)a.,~y~ avec a, E R. Comme G est transitif, on en deduit une 
relation id=kC.v.s,Ll,,+l, P,; en prenant les traces, on trouve que k = s/n 
est >O. 
(ii) D’apres la proposition 3.18, on a des relations id = ax p, et 
a’ C p, = C b). p,, avec des coefficients a, a’ et b,. positifs, d’ou I’kgalitk 
id=C.“.S(L*,I,+IIaa’~‘b,,p,.. 
L’assertion (ii ) ci-dessus possede une rtciproque evidente: 
3.20. COROLLAIRE. Un reseau eutactique (resp. extreme) dont le dual est 
eutactique est dual-eutactique (resp. dual-extreme). 
3.21. COROLLAIRE. Un reseau extreme semblable a son dual est dual- 
extreme. 
Nous terminons ce paragraphe par un resultat qui va dans la direction 
opposte, et qui n’utilise pas de critere de perfection ni d’eutaxie. 
3.22. PROPOSITION. Soit L un reseau possedant une section hyperplane 
extreme de meme norme orthogonale a un vecteur minimal de son dual (c’est 
le cas si L possede une section hyperplane critique de meme norme). Alors, si 
L est dual-extreme. il est extreme. 
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D&nonstration. On a la relation evidente y,(L)“‘* = y,- i(L n H)‘“- ‘)‘* . 
y:(L), H designant l’hyperplan en question. Lorsqu’on remplace L par un 
rtseau assez voisin, il est evident que chacun des facteurs du membre de 
droite diminue. 
4. R~SEAUX CLASSIQUES 
Dans ce paragraphe, nous ttudions, du point de vue de la dualite, divers 
rtseaux qui apparaissent dans la litterature consacree aux rtseaux extremes 
au sens classique. Nous examinons en particulier tous les reseaux parfaits 
de dimension 66, cf. tableau ci-dessous. Ces reseaux sont generalement 
extraits de familles dependant de un ou plusieurs parametres; ils sont 
decrits dans des travaux de Barnes, Coxeter, Korkine et Zolotareff, Scott, 
Stacey, G. E. Wall ,.... Nous normalisons gtntralement les reseaux par la 
condition llL\l = 1. Pour un tel reseau, on pose L’ = L*/ll L*ll. 
(a) Les rPseaux AA. Ces rtseaux ont ete etudies par Coxeter [lo] lors- 
que t est un entier divisant n + 1 (AA, note simplement A, co’incide avec le 
reseau U, de Korkine et Zolotareff), puis par Barnes [4] pour t entier 
d (n + 1)/2. 11s sont ainsi dtlinis: etant donne le reseau C,, , de R”+’ 
engendre par la base canonique (E,) de R”+‘, on note A”, sa section par 
l’hyperplan orthogonal a la droite R(sO + ... + E,), de base e, = ci- sO, 
1 <i< n, et, pour t rationnel, A”: est le reseau de base (e,, . . . . e,-. I, e/r) ou 
e=e,+ ... Se 
de 
On a e, . e, = 1 pour i # j et lIeill = 2; Ai est le normalise 
(l/llJill) A:, A”;. La base duale de (e,, . . . . e,_,, (l/t)e) est 
e, -en, . . . . en-, -en, t(e,- (l/(n + l))e), si bien que A”:* est isometrique a 
A”(“+ 1)/f En completant les calculs de [4], nous avons caracterise les ” . 
reseaux dual-extremes: 
4.1. TH~ORI?ME. Soient n et t des entiers avec n 3 4. 
(i) Le beau Ai est dual-extrCme si et seulement si l’une des conditions 
suiuantes est uPrifiPe: (I) t divise n + 1; (II) t diuise n - 1 et est < (n - 1)/3; 
(III) n = 8 et t = 6 (A: est semblable ci B,*, cf (b) ci-dessous). 
(ii) Pour les re’seaux uPrzjiant (I), (II) ou (III), on a yA(AA)‘= 
4(n - 1 )/(n + 1) sauf duns les 3 cas suiuants: (I) t = 1 ou n + 1, et alors 
yi(Af,)‘=2n/(n+ 1); (II) t =2 ou 3, n= 5 et t=6, n=8, et alors 
yL(Ak)* = 2; (III) les autres cas oti t diuise n + 1 h l’exception des cas t = 2 ou 
t = (n + 1)/2, alors yl(Ai)* = 4. 
DPmonstration. Tous ce reseaux A; sont extremes a l’exception des 
reseaux A; + ‘, A: et Ai [lo, 12.7; 4, th. 7.11, dont on vtrifie qu’ils sont 
eutactiques (I’identite est proportionnelle a la somme des projections sur ies 
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vecteurs minimaux). Lorsque t divise n + 1, la proposition 3.20 montre que 
ces reseaux sont dual-extremes, et le calcul de y: est immediat (cf. [lo]). 
Supposons maintenant que t ne divise pas n + 1. En determinant les 
vecteurs minimaux de AL et de A?+ ‘)I’, on constate que S(Ar+ ‘)I’) est 
contenu dans un hyperplan si t ne divise pas n - 1 avec n 2 9, si t divise n, 
ou si n=8, t=5, que l’on a s(A:,)+s(Aj:+‘)/‘)<N+l si t=n-1 ou 
(n- 1)/2 ou si (n, t)= (6,4) ou (7, 5), et que I’on a s(Ai)= 1 si t est 
>n + 1. Le reseau A: etant eutactique, et son dual &ant extr&me, est dual- 
extreme. I1 reste a examiner le cas ou t divise n - 1 et 3 < r < (n - 1)/3. Les 
vecteurs minimaux de A”: (resp. a:*) sont les f ei, 1 < i d n, et les 
-L-(ei-ej), 1 di<j<n (resp. el=e,--2e/(n+l), 16i6n). On verifie la 
relation (n + 1)’ z p,, + 4 x pe,- ‘j = (n’ - 1) x pr,. Ces rtseaux extremes 
sont done dual-eutactiques, et par suite dual-extremes. (Noter que A;* 
n’est cependant pas eutactique.) 
(b) Les rtseaux BA de Barnes (n > 4). On note BA le reseau cubique 
centrt construit sur une base orthonormee Ed, . . . . E, de R, et B, son dual. 
On obtient & en ajoutant a ce reseau le vecteur (l/t)(~-HER) (t est 
un entier; on a pose s=s,+ ... +E,). Les vecteurs E,-E~, 
El +E2, . . . . En-, +E,, (l/t&-BE,) constituent une base de &,, et son dual 
est le sous-reseau du rtseau cubique centre forme des vecteurs 
Xl&,+ ..’ +X,-,F,~1+(~/2)&, X] ,...,. xn-,, y entiers tels we 
x, + ... +x, ~, = nx, (mod t). Le reseau B!, est note B, (notation de 
Coxeter) et correspond a la forme V, de Korkine et Zolotareff. Dans [4], 
Barnes ttudie les rbeaux & de norme J 2, et montre qu’ils sont extremes. 
Nous avons caracterise les couples (n. t) pour lequels BL est dual-extreme: 
4.2. THBOR~ME. Le rPseau Bi, n 3 4, est dual-extrCme si et seulement si 
l’on est dans I’un des cas suivants: 
(i) t= 1, et alors yk2=2. 
(ii) t = 2 et n pair 2 8, et alors y:’ = 4. 
(iii) t =6 et n=8, et alors yk’=y. 
(Ces rheaux sauf Bi sont extrkmes, leurs duals le sont dans les cas (ii) et 
(iii) et aussi pour t = 1, n = 4.) 
Dkmonstration. Dans le cas (i) ie rbeau est extreme (cf. [14]) et son 
dual est eutactique (S(B,*) est formt de n droites deux a deux orthogonales 
pour n 3 5, et B,f est semblable a B4). Dans le cas (ii), Bz et son dual sont 
tous deux extremes (Bi est isometrique a Ai, et, pour n > 8, S( Bi) = 
S(Bi*) = S(B,)). Enlin, Bt est semblable a A,*. La proposition 3.20 montre 
que tous ces rtseaux sont dual-extremes. 
Pour la suite de la demonstration, nous nous contenterons d’indications. 
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Le lemme suivant, que nous ne demontrerons pas, permet d’ecarter un 
grand nombre de cas: 
4.3. LEMME. L’ensemble S(B;*) n’engendre pas E sauf duns les cas 
suivants: 
(i) t divise n ou n - 2 aver t #n si n = 5, 6 ou 7; 
(ii) n=8 et t#7; 
(iii) n=7 et t=4. 
En prolongeant les calculs faits par Barnes dans [4], nous avons 
determine les vecteurs minimaux de B; dans tous les cas qui ne sont pas 
exclus par le lemme 4.3. Nous avons constate que l’on a s<n ou 
s + s* <N= n(n + 1)/2 sauf si t divise n ou n - 2, avec les restrictions 
suivantes: n > 2t2 ou n = 6 et t = 2 lorsque 2t divise n ou n - 2, et n > t2 + 2t 
ou n = (t* - 2t)/3 avec t = - 1 mod 6 et t > 5 dans les autres cas. Entin, 
nous avons montre que ces derniers rbeaux ne sont pas dual-eutactiques (a 
l’exception de ceux qui apparaissent dans l’enonce du theoreme). Voici un 
exemple de demonstration qui concerne les cas oti t divise n - 2 avec 
n > 2t2 (resp. n > t2 + 2t) si 2t divise n - 2 (resp. ne divise pas n -- 2). Sous 
l’action du groupe des permutations de l’ensemble {s2, . . . . E,}, les droites 
engendrtes par les vecteurs minimaux de B; (resp. B;*) se repartissent en 4 
(resp.2) orbites, a savoir O,= (R(.s-Ed)), 02= (R(E,+E,)) (2<i<n)), 
O,= {R(Ei-6j)} et O,= {[W(E~+E~)} (2<i<j<n), (resp. 05=03 et 
0, = 0,). Si BL etait dual-eutactique, on aurait (prop. 3.18) une relation de 
la forme C, <i<d(ai Cxc~, P,) =Xi=~(aiC.~~o, P,) avec aj>O. Appliw~e 
au vecteur Er cette relation entraine I’egalite [na, + (n - 2)(a, - a6)]e, = 
[a, - (a, - a,)]&, d’ou en particulier a, = 0. C.Q.F.D. 
(c) Les rkseaux LL de Barnes [4]. On se donne des entiers r 20 et 
n b 2r, n > 4. On considere un reseau A de base (e,, . . . . e,), oti les vecteurs 
ei sont de norme 1 et verifient ei . e, = 0 pour i < j sauf si i est impair et 
inferieur a 2r et si j = i + 1 auquel cas on a e;. e, = - f. On note 2; le sous- 
reseau ensemble des vecteurs C I G ; c n xiei tels que 1 I c i G n xi soit congru a 0 
modulo 3. On a 1/E;1/2 = 2, d’oti L; = z;/,/?, Dans [4], Barnes montre que 
ces reseaux sont parfaits (resp. eutactiques; resp. extremes) si et seulement 
si l’on a r>3 ou r=2, n>5 (resp. n=2r ou n=2r+l; resp. n=2r ou 
n = 2r + 1 et n k 5). Le riseau I?;* est engendre par A* et le vecteur 
(i) x e,*; si n est >2r (resp. n = 2r), on a II,?;*l/2 = Min( 1, (n + 2r‘)/9) (resp. 
Min($, (n + 2r)/9)). 
4.4. TH~OR~~ME. Les rkeaux L; (n > 4) qui sont dual-extrtmes sont L:, 
isomorphe ri A:, et la famille des rkseaux L;,, r 2 3; on a Y;,(L;,)~ = 4. 
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DPmonstration. Barnes [4, 63 signale les isometrics entre Ai et L: dune 
part, et Li* et le reseau critique en dimension 6 d’autre part; il en resulte 
que L: et Li sont dual-extremes. Pour r 24, S(z;,*) est l’ensemble des 
vecteurs minimaux d’une somme directe de plans hexagonaux isomttriques, 
de sorte que L;f est eutactique, et L;, est done encore dual-extreme pour 
r B 4. En revanche, Li, qui est eutactique ainsi que son dual, n’est pas dual- 
parfait, les projections pl, pour x E S(Li) comme pour ?c E S(Li*) engen- 
drant le m&me hyperplan de End”,?. Supposons maintenant n > 2r. On 
veritie facilement que pour n + 2r > 9 (resp. n + 2r < 9; resp. n + 2r = 9) on 
a s* = n - 2r (resp. s* = 3’; resp. s* = n - 2r + 3’), d’ou l’une des inegalites 
~*<n ou s+s*<N+ 1 (puisque s=n(n- 1)/2+r(2n+r-7)/2, cf. [4]), 
sauf pour (n, r) = (5, 2), (7. 1) ou (9,O) auxquels cas les valeurs respectives 
de (s, s*) sont (15, lo), (25,8), (42, 10). Dans les deux derniers cas, on 
montre directement que les reseaux ne sont pas dual-eutactiques. 
4.5. Remarque. En m&me temps que ces reseaux, Barnes etudie dans 
[4] des reseaux M” pour n 2 2r, n > 4 et r > 0, et montre que ces reseaux 
sont extremes si et seulement si 6 d 2r - 1 d n < 4r - 2; nous avons ttudit 
ces rbseaux pour 6 < 2r - 1 <n d 4r - 1 et pour r = 1. Aucun ne s’est avert 
dual-extreme, a cause de l’egalite s* = n - 2r + 1. 
(d) Les rkseaux critiques en dimension ~8. 
4.6. THI~OR~ME. Les rheaux critiques en dimension < 8 sont dual- 
extrPmes, et les valeurs respectives des constantes r;(L)2 sur ces rheaux sont 
1; += I,33 . . . . ;= 1, 5; 2;2; $=2,66 . . . . 3; 4. 
Demonstration. Dans les notations de Coxeter, il s’agit des reseaux 
A,, A,, A,, B,, B,, E,, E,, et E,. Compte tenu des isometrics E, N Li, 
[4], E, 2: AZ et E, % Ai [lo], le thtoreme 4.6 est une consequence du 
theoreme 4.1 pour n = 1, 2, 3, 7, 8, du theoreme 4.2 pour n = 4, 5 et du 
theoreme 4.4 pour n = 6. 
4.7. Remarque. On conjecture generalement que l’on a ys = 2, valeur 
atteinte seulement sur les reseaux semblables a Bs (associes a la forme Tg 
de Korkine et Zolotareff). Or, ce reseau n’est pas dual-extreme (cf. th. 4.2) 
et l’on a y$(B;)‘= 2 < y$ (AZ) = y= 3, 2. Les reseaux duals A; et A; 
fournissent la plus grande valeur de y$ (L) que nous connaissions. 
4.8. Remarque. L’article de Chaundy [9] signale, outre Bi, un rtseau L 
de dimension 10 pour lequel on a y10(L)‘o=212/3 et Y’,~(J!,)~ =$, mais cc 
reseau, qui est extreme et qui realise la plus grande valeur connue de 
ylo( L), n’est pas dual-extreme (S*(L) engendre un reseau plan hexagonal). 
(e) Les rheaux P, de Barnes, n 3 6. Dans R”+ ’ muni de sa base 
canomque sO, . . . . E,, soit E l’hyperplan d’equation C;= 0 xi = 0, et soit Pn le 
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sous-reseau de E n Z” + ’ delini par la congruence C;= 0 ix, z 0 modulo 
n + 1. C’est un reseau de norme 2, de sorte que l’on pose P, = P,,/Z, et de 
discriminant d(P,) = (n + 1)3’2/2n. Barnes a montrt dans [4] que ces 
reseaux sont extremes pour n 2 6, avec s = n(n + 1 )(n - 2)/8 pour n pair, et 
s = (n - 1 )‘(n + 1)/8 pour n impair. 
4.9. TH~OR~ME. Le rheau P, (n 3 6) est dual-extrgme sauf si 
n = 7, 8, 9, 11 ou 13, et I’on a alors 11; (P6)2 = y et yi,(P,)’ = 4n/(n + 1) pour 
n # 6, 7, 8, 9, 11, 13. 
Dkmonstration. Le reseau P,, est un sous-reseau de 2, (cf. (a)); son dual 
contient done 2:. On verifie que c’est l’ensemble des vecteurs de R”+ I de 
la forme l/(n+ l)CrzO [(n+ 1)x,-x+ (n/2-I’)Y]E,, ou x0. . . . . x,, y 
appartiennent a Z, avec x,~ , =x, = 0, et ou l’on a pose x=x xi. Les 
(n + 1) couples de vecteurs minimaux de A”,* ont pour norme (n/(n + 1))“‘. 
On veritie qu’ils constituent I’ensemble des vecteurs minimaux de is,* pour 
n = 11, n = 12 et n 2 14; le reseau Pn* est alors eutactique (cf. (a)), le rtseau 
P,, est done dual-extreme avec yi(P,)’ = 4n/(n + 1). Pour m entier, notons 
ti le representant modulo n + 1 de m tel que - (n + 1)/2 < m < (n + 1)/2; 
avec cette convention, les 21 couples de vecteurs minimaux de P$ 
sont represent& par les vecteurs l/(n + 1) C:=0 (Oiy)si, a E Z/(n + l)Z, 
4’ E (Z/(n + 1 )Z)* (avec n = 6). En comparant aux vecteurs minimaux de P, 
(cf. [33]), on voit tout de suite que P, est semblable a son dual, et done 
dual-extreme. Lorsque n est tgal a 10, la formule ci-dessus fournit 55 
couples de vecteurs minimaux de irTO permutes transitivement par un 
groupe metacyclique d’ordre 11 . 10 = 110 d’automorphismes de PlO; on 
obtient l’ensemble des vecteurs minimaux de P:, en leur adjoignant les 11 
couples de vecteurs minimaux de Ar0. On demontre alors sans peine que la 
conliguration S(Pf,-,) est eutactique. Enlin, pour n = 7, 8, 9, 11 et 13, on 
montre que les valeurs respectives de s* sont 1, 3, 1, 2 et 1, si bien que P, 
n’est pas dual-extreme. 
(f) Les rkseaux parfaits de dimension 6 6. Les travaux de Korkine et 
Zolotareff [ 15, II] completes par Barnes pour la dimension 6 [3] ont 
montre qu’il existe (a similitude pres) 15 reseaux parfaits de dimension d 6, 
dont 14 sont extremes. Les resultats sont resumes dans le tableau ci- 
dessous, dans lequel les reseaux sont normalises. Dans la troisieme colonne, 
les valeurs numtriques sont arrondies aux trois dicimales les plus proches. 
Dans la 6’ colonne, les notations C, E, e, P et D signifient critique, 
extreme, eutactique non extreme, parfait non extreme, et dual-extreme. 
11 y a quatre reseaux semblables a leurs duals et un couple (L, L’) de 
reseaux extremes non isometriques. On trouve 12 couples (L, L’) de 
rtseaux dual-extremes, soit 20 rtseaux dual-extremes (a similitude pres) en 
dimension 66 (tableau I). 
641 32. I-3 
32 BERG6 ET MARTINET 
TABLEAU I 
QualitCs Similitudes 
n L 2” A(L)’ s, s* llL*ll’ de (L, L*) remarquables 
1 A, 2 
2 A, 3 
3 A, 4 
4 B, 4 
A4 5 
5 B, 4 
‘4: 34.2-4 # 5,062 
A5 6 
6 EC 3 
L; 35.2 -6 # 3,791 
B6 4 
L; 3”.2-4 # 5,062 
P6 13.2~” # 5.359 
M$ 32.13.2-h # 5,484 
A6 7 
(1.1) 
(3,3) 
(634) 
(12,12) 
(1% 5) 
(20, 5) 
(15,lO) 
(15.6) 
(36, 27) 
(27, 36) 
(30,6) 
(22,2) 
(21,21) 
(21, 1) 
(21,7) 
(C. CID 
cc, CP 
(C, elD 
CC, CP 
(E. e)D 
CC, eP 
(E eP 
(5 e)D 
(C, .W 
(5 C)D 
(6 e)D 
(P. ) 
(-5 EP 
(5 ) 
(E. e)D 
L-L*- u, 
L-L*-lJZ 
L - II, 
L-L*- v, 
L - UJ 
L- v, 
L-L;-Z-A:* 
L- u5 
L-L;* 
L-E,* 
L- v, 
L-L* 
L - II, 
(g) Rheaux de dimension 27. Dans [22], Stacey dresse une liste de 33 
reseaux parfaits de dimension 7, dont elle conjecture qu’elle est complete. 
Parmi ces rtseaux, 15 font partie de “series infinies” dont 8 ont deja Cte 
examinees dans ce paragraphe (A 7, A$, A:, B,, qui sont dual-extremes, et 
L$, L:, M:, P, qui ne le sont pas); les 7 autres apparaissent dans [IS] 
(3 rtseaux) et dans [20] (4 reseaux supplementaires). Les 18 reseaux 
“sporadiques”, qu’elle tnumere ont Cte trouves par Larmouth (6 rtseaux, 
[ 16]), Scott (1 rtseau, cf. [22]) et Stacey (11 reseaux, [22]). Nous avons 
detecte deux erreurs dans l’article [22] de K. Stacey; elle nous a recemment 
indique les corrections, nous signalant notamment que Sloane a reconstruit 
la matrice de la cinquibme forme. Seules les formes 10 et 11 veritient la 
condition “S* engendre E”, nicessaire pour &tre dual-extreme; nous ne les 
avons pas test&es. Les autres reseaux sporadiques ne sont pas dual- 
extremes, la valeur de s* Ctant ~7. De nombreux reseaux semblables a 
leurs duals ont CtC decrits dans les diverses dimensions multiples de 4. C’est 
le cas du reseau extreme K,? de Coxeter et Todd [ 111 qui est done dual- 
extreme. C’est egalement le cas des reseaux associts aux formes quadrati- 
ques detinies positives entieres paires de determinant f 1, qui n’existent 
qu’en dimension multiple de 8. Un certain nombre de ces reseaux sont 
eutactiques, l’espace qu’ils engendrent ttant une representation irreductible 
de leur groupe d’automorphismes. C’est le cas du celebre reseau de Leech 
de dimension 24, qui est parfait (done extreme et dual-extreme) en tant que 
“laminated lattice”, cf. J. H. Conway et N. J. A. Sloane, Ann. Math. 116 
( 1982) 5933630; nous remercions N. J. A. Sloane de nous avoir signale ce 
resultat. 
DUALIT ET SPHkRES 33 
5. R~SEAUX DE PETITE DIMENSION 
Nous avons vu au $4 que, pour n < 8, les reseaux critiques, ainsi que 
leurs duals, sont dual-extremes. La reciproque est exacte pour n d 4: 
5.1. THBOR~ME. En dimension n < 4, les rkseaux dual-extrimes sont 
semblables ci A,, A,, A,, A$, A,, At ou B,. 
Dtmonstration. Le resultat est evident pour n = 1. En dimension 2, c’est 
une consequence immediate de la proposition 3.22. On suppose maintenant 
n = 3. Soit L un reseau dual-extreme de norme 1. D’apres 3.6, S(L) et 
S(L*) engendrent E; on a done s > 3, s* 3 3 et meme s + s* > 7 par 3.15. 
Aprb Cchange eventuel de L et L* on peut done supposer s 2 4, et aussi 
que L ne contient pas de section hexagonale de norme 1 (prop. 3.22). Par 
un facile argument d’indice (cf. [S, V.9]), on montre que S(L) contient 4 
vecteurs dont trois quelconques forment une base de L et qui sont lies par 
la relation x1 +x2+x3 + .Y~ = 0. On deduit de cette egalite les relations 
suivantes, dans lesquelles les indices i, j, k, I sont une permutation de 
1, 2, 3,4: 
(1) .~i..u,+.~j..u,+x,.x,= -1, 
(2) Xi.XI +x,.x, +x, ‘X, = -1. 
En comparant (1) et (2) on obtient: 
(3) xi’x,=xk’xl. 
La condition IX, .s,I < f (equivalente a llxi + ?cill 3 1) entraine grace a (1) 
les inegalites 
(4) -t<x,.x,<O pour tous (i, j), i#j. 
Comme Ixi. xjI determine a isometric pres le rtseau relatif engendre par x, 
et x,, on dtduit de (3) que les 6 reseaux engendres par deux des vecteurs 
-KI 3 -x2, x3, x4 se repartissent en 3 couples de reseaux isometriques. On va 
voir qu’en fait 4 de ces reseaux sont isometriques et orthogonaux a des vec- 
teurs minimaux de L* (et realisent done d,(L)). A chaque y E S(L*), nous 
associons la suite ( ~1. x1, J x2, y x3, y . .x4) dont les elements, de somme 
nulle, sont tgaux a 0, - 1 ou + 1; le vecteur y est determine au signe pres 
par les valeurs modulo 2 de cette suite. Quitte $ permuter les x,, on peut 
trouver yl, y, E S(L*) correspondant aux suites (l,O,O, -1) et 
(0, 1, 0, - 1): cela resulte de l’inegalite s* 2 3 si la suite ( 1, 1, 1, 1) modulo 2 
n’apparait pas; s’il existe y dans S(L*) tel que 1 y. s,I = 1 pour tout i, on 
choisit J’~ et y2 dans S(L*) formant avec y une base de L*. Alors d,(L) est 
atteint sur les couples (x,, x,), (.Y~, +x3) done aussi sur les couples (x,, x4) 
et (.x2, x4). On note y’, et J$ des vecteurs de S(L*) orthogonaux a ces deux 
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derniers rtseaux relatifs. (Ainsi, sour les seules hypotheses que s + s* 3 7 et 
S(L) et S(L*) engendrent E, on a s 3 4 et s* > 4, ce qui permet de faire 
jouer des roles symetriques a L et L*). Posons t= IX, .x,1; on a 
x~.x~=x,.x~= --t et x,.x,=2t-1 (d’apres (1)) d’ou 2t-12 -r, i.e., 
t > 4 (qui exprime le caractere minimal du discriminant des vecteurs x2, I~). 
Done t appartient a [$, f]. Pour t = f (resp. t = f) L (resp. L*) est critique 
(la relation entre les parametres r et t* de L et L* est (1 + t)( 1 + t*) = 2). 
Un calcul facile montre que y;(L)’ = (1 + t)/(4t( 1 - t)), fonction qui ne 
posdde aucun maximum local sur 14, $[. C.Q.F.D. 
[La fonction ci-dessus possede un minimum sur ]i, i[, atteint pour 
t = ,/z - 1. Le reseau correspondant est semblable a son dual. C’est le seul 
reseau dual-eutactique sur 14, t[, et c’est aussi le seul qui ne soit pas dual- 
parfait 1. 
La suite du paragraphe est consacree a la demonstration de 5.1 dans le 
cas n = 4. On considere un reseau L dual-extreme de norme 1 sans section 
hyperplane critique (cf. prop. 3.22). En particulier, 4 vecteurs indtpendants 
de S(L) constituent une base de L: en effet, l’indice du sous-reseau engen- 
drt par ces 4 vecteurs est d 2, l’egalite n’ayant lieu que pour le rtseau criti- 
que B,, reseau cubique centre. Les propositions 3.6 et 3.15(ii) permettent 
de supposer que l’on a s > 6 et s* 3 5 ou bien s 3 7 et s* = 4; en outre S(L) 
et S(L*) engendrent E. Nous avons d’abord classe les conliguarations for- 
mees de 2p > 8 vecteurs de S(L) dont 4 independants quelconques engen- 
drent L, la classification etant faite modulo l’action du groupe lineaire 
Gl(E). Ces configurations sont notees up, h,, de facon que le nombre de 
plans hexagonaux de up soit inferieur ou egal au nombre correspondant de 
b,, . . . . La classification est resumte par un diagramme indiquant les 
inclusions. Notons +x, , . . . . k .yp les vecteurs de S(L), de facon que 
(Xl, ?c?, .Y~, x~) constitue une base de L (dont la base duale est notte 
y,, y,, y3, y4), et indiquons les relations entre les x,, ainsi que le nombre k 
generique de plans hexagonaux: 
a5 : x, + x2 + x3 + x4 + x5 = 0, h = 0; b, : x, + .x2 + .x3 + x5 = 0, h = 0; 
c,:x,+xz+x,=o, h= 1. 
a,:x,+x,+x,+x,=0, x,+x~+x,+x,=o, h-0; 
6, : x, + x2 + x5 = 0, x1 + x3 + x4 + x6 = 0, h = 1; 
cg : x, + x2 + x5 = 0, x1 + xj + X6 = 0, h = 2; 
d, : x1 + x2 + x5 = 0, x3 + .x4 + .x6 = 0, h = 2. 
Dans la suite, on prend .x5 = -I, - .y2 et -Ye = -.x, - .Y~ (toutes les 
configurations pour p 3 7 contiennent cg). 
u, : -x2 + x3 + x4 + x, = 0, h = 2; b, : x, + xj + x7 = 0, h = 3; 
c,:x,+.u,+x,=O, h=3; d,:.u,-x,-x,=0, h=4. 
u8 : x2 + x4 + x, = 0, x3 + x4 + x8 = 0, h = 4; 
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b,:x,-x,-x,=0. x,+x,+x,=0, h=5. 
+,:a8 et x,+x~-~x,+x,=x,, h=6; 
b,:b, et xz-~?cq+xg=O, h=7. 
11 reste etin a ,0 = S(&); les configurations d,, b,, b, et a,, engendrent 
des reseaux contenant des sections hyperplanes critiques. Nous avons 
indique S(B,) qui contient des configurations a 10, 11 et 12 vecteurs, mais 
dans lequelles 4 vecteurs indtpendants peuvent ne pas former une base. 
Nous avons Cgalement indique ci-dessous les diagrammes analogues 
correspondant aux dimensions 2 et 3 (Schema 1). 
Etant don& un reseau L, on note G(L) le sous-groupe de Gl(E) qui 
stabilise S(L); c’est un groupe fini qui contient le groupe des 
automorphismes de L; ce dernier groupe est souvent rtduit a { kid}; 
toutefois, il peut exister dans G(L) des isometrics non triviales (c’est le cas 
lorsque S(L) contient un configuration de type a6, cf. ci-dessous). Les vec- 
teurs minimaux de L* ont avec les vecteurs de S(L) des produits scalaires 
egaux a 0, -1 ou +1 (pour xcS(L) et YES(L*), on a lx.yj < llxll IIyl( = 
y& (L) d y4 = $, cf. $2). N ous notons Y l’ensemble des vecteurs non nuls y 
de L* tels que Ix. yl < 1 pour tout x dans la configuration que l’on etudie, 
et nous classons les vecteurs de Y (il y en a 24 - 1 = 15 modulo 2L*, et au 
plus 34 - 1 = 80) en orbites sous l’action du groupe G(L) operant sur L* 
par les transformations contragredientes. 
La notation IV, IV’, . signifie que les vecteurs consider& sont 
orthogonaux a 2 x 4, . . . vecteurs de S(L). 
Le plan de la demonstration est le suivant: nous traitons d’abord le cas 
des reseaux contenant une configuration a,. Nous montrons ensuite que si 
S(L) contient une configuration a6, on a s(L) ou s(L*) 29, puis que si 
n=3 - 
qfj=s(A,, 
a5 
I\ 
a4 "4 
\/ 
a3 
SC&MA 1 
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S(L) contient une configuration h,, il contient aussi une configuration ah. 
On acheve la demonstration en montrant que si S(L) contient une 
configuration c6 ou d6. on a s(L) 3 7 ou s(L*) > 7, ce qui suffit d’apres ce 
qui precede. 
&ape 1. S(L) contient la configuration a,. Les reseaux contenant une 
configuration a8 sont determines par les deux parametres t = x, xq et 
t’ = x2 .x3 veriliant les inegalitts 0 < t, t’ < 4 et t + t’ 2 i. Dans le cas ag, on 
a l’egalite t + t’ = f (iquivalente a I/XI/ = 1). Le groupe d’automorphismes 
du reseau contient des rtflexions tchangeant xg avec n’importe quel autre 
vecteurs x, (par exemple x, H xg, x2 t-t .x8, x3 k-+ .x,, xq H .x4). Les vecteurs 
de Y se repartissent suivant 2 orbites modulo G(L): 18 vecteurs de type V 
et 12 vecteurs de type III. Le groupe Aut(L) est transitif sur la premiere 
orbite, dont la norme des vecteurs est donnee par /I .v,j12 = 
(f+t)-‘(1 -l))‘, et decompose en deux la seconde, ou les normes sont 
donnees par IJy,-y,lj”=(1-t))‘Ij~,/12 et 1)~2-y3112=(1-z’)-1 ljy,ll*. 
Pour 0 < t < 4, on a done s* = 9, et IIL*ll = ()y, /I ne possede pas de 
maximum relatif sur ]O> i[. (Soient L, ces reseaux; L, et L(,,,, _, sont 
isometriques, L, est semblable a son dual, L, et L,,? sont critiques, L,,, est 
le reseau Li de Barnes qui n’est pas dual-parfait (cf. g4(c)). 
&ape 2. S(L) contient la configuration a6. Nous utilisons la rtflexion 
0:x,--x 2, X2+-+ -x1, x3 H -x5, Jqt-+ -x,; son hyperplan H, 
orthogonal a X, +x2, est engendre par y, - .vz, yj et y4 qui, avec leurs 
opposes, constituent l’unique orbite de type IV pour G(L). 11 y a une orbite 
de type III, formte des vecteurs + ( y3 + y4), i-( y, - y, f ~1~) et 
-k(y, - y, + .v4), et une orbite de type 0 formee des vecteurs 
f (y, * a( y,)); on a, en ecrivant JJ.xs(I = I/x61J = 1, les relations I, .x2 +x2 ‘xj 
+ x3 ..x, =x, .x2 +.x2. sq + .Y~ ..Y, = - 1; les produits scalaires X, .K?, 
x2 . x3, x3 . x, ) x2 .x4, x,, .x, sont done 6 0, alors que -yj .x4 est 2 0 
(11x5 - .x~/I’ - 1 = - 1 - 2x, .x2 + 2.u, -yj 3 0). 11 en rtsulte que les vecteurs 
x, -x2, x, - xj, x, - xq. x2 - xj, x2 -x4, Y + xq sont de norme a$. _ 3 
Par ailleurs l’identite x, + x3 + .x4 = -s, - 2.~~ + .x5 + x6 et des identitts 
analogues montrent que les sommes de 3 vecteurs de S(L) sont de normes 
> 1 (sauf cas limite ou L devient critique), de sorte que, si s 2 7, les vec- 
teurs de norme 1 suppkmentaires sont a prendre parmi x, +x2 
(orthogonal a H) ou x,+x,, x, +x4, x,+x,, x,+x,, .‘c3-.x4, x,+x, 
( =x, + .x2 + x3 + xq)(ou leurs opposes) qui sont dans H, et sont de normes 
<&. Les relations 2=(.~,+x~).(~:,-)i~+?.~)~~IIy,-1:~+1’3;l (et 
les relations analogues) montrent que les vecteurs de Y de type 0 ou II sont 
de norme 24, done non minimaux sauf peut-&tre dans le cas limite ou L 
est critique. Nous allons done maintenant examiner la repartition des vec- 
teurs minimaux de L* entre les types III et IV. On verilie les identites 
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42(llY2112- IlY,l12) = m, +x,l12- lIx2+x,l12) /I%--xql12 = (Ilx,+x,ll’- 
/Ix2 + x411*) 1(x3 - xJ( *. L’egalite /I y211 = II yi II entraine l’existence d’une 
isomttrie tchangeant x1 et x2 d’une part, et x3 et xq d’autre part, 
d’ou Ily7\l = I(y,(l. De m&me, l’egalite lly, - y,l( = llylII entraine 
11y411 = llyi - y,l(. Supposons d’abord que l’on ait (au signe pres) trois 
couples ( y, a(y)) de vecteurs minimaux de type III. On peut supposer qu’il 
s’agit des vecteurs y,, y,, y, - y3 et de leurs symitriques. En fonction des 
parametres u= -x,.x2 et u= --x,.x3, on trouve saris peine d2((ly,(12- 
I(y,II ‘) = (U + u)‘( 1 - 2~) 3 (1 - 20)/4 > 0. Comme y, est minimal, y3, y4 et 
y, - y, le sont aussi, d’ou s* B 9, ce qui ram&e a l’etape 1. Supposons 
maintenant qu’il y ait deux couples ( y, a(y)) de vecteurs minimaux de type 
III, par exemple (yi, a( y i ), ( y2, a( y2)). Des calculs analogues aux 
precedents montrent que Ijy,II - II y, - yrll a le signe du produit 
(Ily,-~~ll-Il~~ll)(/ly~-y~ll-Ily~lO done we Y, et y3 ne sow pas 
minimaux (on a vu qu’ils ont meme norme). Cela est impossible car les vec- 
teurs y,, a(y,), y?, c~(y~), y, -y2 sont dans l’hyperplan (x3-x4)’ (cf. 
prop. 3.6). 11 reste done a examiner le cas ou S(L*) est forme (au signe 
p&s) d’un couple (y, a(y)) de vecteurs de type III et de vecteurs (au 
moins 2) de type IV. On peut supposer que y, et a(y,) sont minimaux et, 
comme le sous-groupe de G(L) qui fixe y, permute transitivement ~1, - y2, 
y, et y, (au signe pres), on peut egalement supposer que ~1~ et v4 sont 
minimaux. L’inegalite 11y211 > llyi /I entraine les inegalitts Cquivalentes 
/Ix, +x41] > Il-‘c2 + x311 et jlx, + x,,II > I/x1 + .y41(. En considerant les vecteurs 
yi - y, et y, - y,, on obtient de meme 11x1 + xjII > IJ.x3 - x4/l, I/.Y~ - x6/l > 
IIvx2 + .dI, lb2 + x311 > I/x3 - .x4/l et 11.~~ - 41 > llzc, +.x31(. On a en 
outre ~*(11~~/1*- lly411~)= ll.~, +~~211’(ll.~I ++y,ll’- lb1 +x4112)(llx1 +x411*- 
Il-U2+-~3ii2)/4; cOmme llY3ll = IIY4/ly on a done llxi +x,l( = llx, +x411. Enlin, 
de ljy, - y,lJ 3 ~~y3~~, on tire 1(x3-.x41( 3 [Ix-, + .YJ(. Le lemme suivant per- 
met de montrer l’inegalite s 3 7. 
5.2. LEMME. Soient E un espace euclidien de dimension n 3 2, y un 
vecteur non nul de E, e,, . . . . e, _ I une base de I’hyperplan orthogonal ci y, et T 
une symPtrie orthogonale hyperplane telle que z(y) ne soit perpendiculaire ci 
aucun des vecteurs ei. Alors il existe des nombres reels a,, . . . . a,-, tels que 
I 
Prey) - Pv = C:r, ai C prCe,) - P&l. 
DPmonstration de 5.2. Ecrivons r(y) = A1 e, + . . . + 1, _ I e, ~, + ,uy 
ton a P= (Y ~~(Y))/IIYII~)~ et posons a,= -n,lle,112/(y.s(e,)). Soit 
u = pV - Cr:/ ai pe, E End” E. 11 suffit de verifier l’egalite z 0 u 0 z ~ ’ = u. C’est 
clair sur l’hyperplan de la symetrie z et cela resulte du choix des ai sur la 
droite k(y). C.Q.F.D. 
En appliquant le lemme precedent avec y= y,, e, =x2, e2=xj, e3 =x4, 
et T = CJ, on voit tout de suite, compte tenu du theoreme 3.14, que l’on a 
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s + s* > 12, done s 3 7 puisque s* est inferieur ou Cgal a 5. De s b 7, on 
dtduit que l’on a soit I/x, +x21( = 1, soit /Ix2 +x,/l = I(xz +x,ll. Dans le 
premier cas, on trouve, en fonction des parametres u = - x, . xj = - x 1 . .x4, 
et 1=x,.x, (on a -x2~x3=-x,~x4=f-~~, O<uU+, O,<td$, et 
x,.x2=-t), d*(lly,l(‘- II)‘J’)= -?+2(f-u)*t-u2+3u/2; pour t=$, 
(resp. 0) cette difference vaut u/2 (resp. u/2 + u( 1 - u) 3 u/2). L’egalite 
11 y, 11 = (IyjII entraine done u = 0 d’ou I/x1 +x311 = llxz + .xqll = 1, d’oh s > 9. 
Dans le second cas, on a, en fonction des memes parametres u = -xi . xj = 
-x, . xq et [=x3.x4, x1.x2= -++u, et x2.xj=x2~xq= -4. d’ou 
A2 I(y,I/‘=f+ t/2- t’ et A2 IIx~~~=~+u/~-~, de difference (u-t) 
(u + t - (f)). Cette difference n’est nulle que si u = t (mais alors le vecteur 
x,+x,estdenormeletl’onas39),ousiu3-t=t,avectE[a,~](uest 
,<t). On trouve alors I~~,I/~=(f+t)t~‘(l-f)~‘(2+t)~‘, fonction qui 
presente deux maxima relatifs sur [t, 51, attaints en t = 4 (et alors u = t) et 
t = t (et alors s est encore > 9, car I/.x3 - ~~11 = 1). 
&ape 3. S(L) contient une configuration 6,. I1 y a 5 orbites pour 
I’action de G(L) sur Y, notees I, II, III, IV, IV’; l’orbite IV est form&e de yz 
et - y,, orthogonaux a x,, xj, .x4 et a leur somme -x6, et l’orbite IV’ des 
vecteurs i y3, &y4, +-(y3 -y4), dont les orthogonaux contiennent un 
rtseau hexagonal. On demontre comme dans l’etape 2 que les vecteurs de 
type I sont de norme >fi et ne sont done pas minimaux sauf dans le cas 
limite od L devient critique. Sauf cas particulier, le reseau L ne possede pas 
d’isometrie non triviale. Pour comparer les normes des vecteurs de Y, nous 
utilisons une base orthogonale de l’espace lice a la configuration b,, en 
l’occurrence e, = xX +.x4, e2 = x, +x3, e3 = x, + x4 et e4 = y2, et nous effec- 
tuons les calculs en fonction des composantes CY; de x2 sur les ej. On verilie 
les inegalites 0 < CI, d f, - 4 < CL? < 0, - $ d LX) d 0. L’ensemble des vecteurs 
IV et IV’ etant contenu dans un hyperplan, le reseau L* contient un 
vecteur minimal de type II ou III (prop. 3.6). On compare maintenant un 
tel vecteur a un vecteur de type IV bien choisi. Pour le type II, on 
ecrit y,+y3=(1-cr,-a2)e,+ee,/(~e,((2+e2/~~e~l~2 et J’~=-(a,+a,)e,+ 
~~111~~112+~2111~211”, d’h: IIY~+JJ~II~- ilY3/12=2[(&-%)-%l Il41*~0, 
l’tgalitt n’ayant lieu que si czl = $ et a2 = 0. On vtrifie que les vecteurs 
x2 - xX - xq et x2 - .“c) sont alors de norme 1, ce qui entraine s > 8, et nous 
ramene A l’etape 2. Pour le type III, on ecrit ):, = - (~1~ + ti3)e4 + 
e2111e2112+e3111e3112 t )3-~~4=(-~2+~3)e4+e2111e2112-e3111e3112, &oh: 
/I y1 II * - II y, - y411 * = 4cr,a, II.x411 2 2 0, l’egalite n’ayant lieu que si t12 ou 
a3 = 0, i.e., [lx2 - x3/l = 1 ou [Ix2 - x4/l = 1. Dans chaque cas, S(L) contient 
une configuration a, done aussi a6, et l’on est encore ramene A retape 2. 
&ape 4. S(L) contient une configuration c6. 11 y a 7 orbites pour 
l’action de G(L) sur Y notees I, II, II’, III, III’, IV et V (l’orthogonal de y 
contient x, si y est de type II’ et III’, mais non s’il est de type II ou III). On 
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calcule comme precidemment dans une base orthogonale, en l’occurrence 
e, = -X1, e2=x2-x,, e3=xl+x2+x3, e,=y,; on a lle,/[*=l et 
Ile,ll*+ IleJ*=3, ce qui entraine lle,ll*<2 et Ile,/l*d2, d’oti I’on deduit 
que les vecteurs de type I et II’ sont de normes a,,/?, et done ne sont pas 
minimaux. On introduit les composantes ~1, de xq sur les e,. En comparant 
le vecteur y, - y4 de type II au vecteur y, - y, - y, de type III, on trouve 
tout de suite I~y,-y,ll2-~Jy,-y2-y,~~*=(1-2c(~)(1+2c(,)lle~~~*~0, 
l’tgalite n’ayant lieu que si c~i = f (i.e., I/x, +x,1/ = 1) ou si t13 = -i (i.e., 
llx, + .x2 +x3 + xqll = 1). Un vecteur de type II ne peut done etre minimal 
que si s est 37. L’egalite IIy~--yJ2- ((y,II’=(l -2cr,)(l +2a,) lie,l/* 
montre de m&me qu’un vecteur de type III’ ne peut &tre minimal que si s 
est 27. Les vecteurs minimaux de L* sont done a rechercher parmi 
*Y, (type U fy2, +Y, (type IV), +vlt *(YO-YO), +(Y~-Y~), 
+_ (y , - y, - y3) (type III). Comme les vecteurs de type III et IV appartien- 
nent a un meme hyperplan, y, est minimal (prop. 3.6). Un calcul facile 
montre les Cgalitts II y, II ’ - II y, /I ’ = 4 a2c13 lle4112? IIyl-.d2- l17vl -y3112= 
4cr,a2 lle41/* et Ily,--y,-y,ll*- I/y,I/*=4~1~c1~ Ile,ll*. Si aucun des cli n’est 
nul, on a s* ~4 done s> 7. Supposons done que l’un des xi soit nul. Si 
x1 = 0, les vecteurs de type III sont tous minimaux. En ecrivant les Cgalites 
IIY~II = IIY~-Y~II = IIy411, on trouve (Ile3112+ ~Ylle4112=(1-~~) Ik3112 et 
(11~2112+1)/11~4112=(1-~~) lle2112~ d ou, en ajoutant membre a membre, 
5/1le,ll* = 3 - czz lle,ll* - X: Ile,ll*, ce qui, compte tenu de la relation 
1 = llx4112 = u: + 4 Ile2112 + u: lle3112 + 1/lle,l12, donne lly,ll = lld = $, ce 
qui nest possible que si L est critique. Si t12 = a3 = 0, les vecteurs de 
type III sont encore minimaux. Or on a dans ce cas llyi )I2 - lly211 * > 
1 - l/jle,l[* 20; on doit done avoir lle,ll = 1 done s 3 7. Supposons enlin 
CY~ # 0 et aussi oz2 ou CI~ # 0, par exemple a2 # 0, done a3 = 0. 11 y a main- 
tenant au plus 3 vecteurs minimaux de type III. Si y2 et y, ne sont pas 
minimaux on a s* < 4 done s 2 7. On peut done supposer que y, , 
y, - y, - y3, y,, y, et y, sont minimaux. Les tgalites lly,ll = IJy,II = IIy,II 
entrainent les relations l/lle,ll* + l/lle,ll* = (1 - ai) lleJ* et 1 + l/lle,ll* = 
(1 -a:) ~~e4/~2 &oh l’on tire, en utilisant la relation llxqll = 1, a: = a, puis 
11x4 + e,ll = 1, et enlin s > 7. 
&ape 5. S(L) contient une configuration d6. 11 y a 2 orbites pour 
l’action de G(L) sur Y, l’une de type II, et l’autre de type IV, form&e des 
vecteurs +Y,, +y,, *(y,-,v2), fy,, fy4, +(Y~---Y~). Or, on a 
l’identitt A2[~/y,-y3~~*-~(y3-y4~~*]=(~-x3~xs) [4+x,.xj+2(f+ 
x, .x4) ($+x2.x,)]+2(f+x, .x3) (+--xq.x5) (+--x,.x,)20, l’egalitt 
exigeant s > 8. On peut done supposer que les vecteurs minimaux sont de 
type IV et que s = 6, done que s* est >, 5. Quitte a permuter les xi, on peut 
supposer que y, et y, sont minimaux. Or on a A’( 11 y, II* - 11 y,ll’) = 
(x1 . xq - x2 .x3)(x2 . x3 - xq .x5). On peut encore, saris nuire a la generalite, 
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supposer x, xq = x2 . xj. La transformation de G(L) qui Cchange x, 
et x3 dune part, x2 et xq d’autre part, est alors une isometric, ce qui 
entraine facilement que tous les vecteurs de type IV sont minimaux. En 
fonction des parametres u=xi .x3, o=xi .xq=x2.xj, et t=x,.x,, on 
trouve ~*tII~,ll*- II~,ll~)=(f-~)(~+~+f), et ~*Oly,- y4112- ll~,ll~)= 
-(t+u+u)(u+2u). Si t+u+u=O (resp. t=~= -2~) on trouve l]yJ’= 
l/($ - u2 - u2 - uu) (resp. lly, II2 = l/(2 - 3u*)), expressions qui n’ont pas de 
maximum relatif dans l’ouvert delini par l’intgalite s < 7. C.Q.F.D. 
6. APPLICATIONS AUX CORPS DE NOMBRES 
Soient n, ri, r2 des entiers tels que n = rl + 2r,. On note F la fonction 
&fink sur R” par Qxl, . . . . xn) = IX 1 lxil LI,, +, G iGr, +r2 (4 + x:+~~), A,,,,* 
l’ouvert delini par l’idgalite F(x) < 2r2, et x,,,~~ la constante de reseau de 
A r,,‘2, borne inferieure des discriminants des riseaux permis pour A,,,,?; on 
a LlJZ =2’2 InfL(d(L)/F(;(L)), ou, pour tout reseau L de R”, on a pose 
F(L) = Inf,., _ (,,) F(x). Soit K un corps de nombres de signature (r,, rz). 
Si M est un reseau de K (sous-Z-module libre de K de rang n), on note 
d,(M) son discriminant. Dans le cas ou M est l’anneau des entiers Z, de 
K, on bcrit simplement d,: c’est le discriminant du corps K. Un theoreme 
celebre de Minkowski (cf. [18]) afftrme que l’on a I’inegalite 
> (rc/4)“(n”/n!) et que tout reseau M de K contient un Clement 9 non 
Zi’Hvec I N( 0) I 6 xr; 5, ,lid,(MII. 0 n en deduit facilement que toute classe 
d’ideaux de K (i.e.: de Z,) contient un ideal entier a avec N(a) d 
x,.;, Jldxl6 (4/~)‘*(w”) JIG. 
Les travaux de Zimmert ( [26], cf. aussi [ 193) conduisent a considtrer 
les couples de “classes jumelles” (c, 6c-‘) oti 6 est la classe de la diffe- 
rente de K et a chercher a majorer le produit N(a) N(b) pour un couple 
(a, b) d’idtaux entiers bien choisis avec a E c et b E 6~~‘. Plus generalement, 
etant donnt un reseau M de K, on lui associe son dual M* = 
{xEK/Tr(xM)cZ}, et 1 ‘on cherche a majorer le produit IN(S)/ iN( 
pour un couple (0, 0*) E M x M* bien choisi, avec 8 #O et 8* #O. En se 
placant dans le cadre de la geomttrie des nombres, on est amen& a 
considbrer la constante XL,,,, = 2’*( supL F(L) F( L*)) -I/‘, ou L parcourt 
l’ensemble des reseaux de R”.‘(Dans la correspondance entre reseaux de K 
et rtseaux de R”, le reseau associe a M* n’est pas le rtseau dual usuel du 
reseau associe a M, mais lui correspond par une symttrie qui conserve F). 
Alors, pour toute classe c d’idlaux de K, il existe des idiaux entiers a E c, et 
bE 6~~’ tels que N(a) N(b) d XL;,:. On a Cvidemment XL,,,, > x~,,~~ (car 
A(L) d( L* ) = 1 quel que soit le reseau L de R”), avec Cgalitt pour n < 3: en 
effet, la constante xr,,rZ est alors atteinte sur les rtseaux associes aux 
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anneaux d’entiers des corps de discriminants minimaux; ces corps sont de 
nombres de classes 1, si bien que chaque classe coincide avec sa jumelle. 
Les constantes xr,,r2 et x& ne sont pas connues pour n >4; il est 
interessant de chercher pour x:,.,~ des minorations ne provenant pas de 
celles de x~,,~~. 
Dans sa lettre a Hermite citee ci-dessus, Minkowski signale lint&&t 
d’utiliser des boules contenues dans Ar,,r2: on a les inclusions 
contient la boule ouverte de rayon f&r2;o;r;a ‘m’i,;r4t;,,; An,o, et A;&* 
r, ‘2 3 (ny; ) 
I’intgalite x:,,~? 2 (nyLP’)“‘i 
. Un argument analogue conduit a 
Examinons pour terminer le cas des corps de 
degre 5 avec une place reelle. L’inegalite de Minkowski est 
r,,&(n/4)‘;= 16,063 . . . . (6.1) 
En utilisant les spheres, on obtient 
x1,* > 5’/* .2 3’2 = 19,764... (6.2) 
x’,* > (y)“* = 20,286.... (6.3) 
L’egalite y; =&’ (cf. conjecture 2.16) entraine la minoration conjec- 
turale 
xi.2 2 5 512 2 ~ 5f4 = 23,503... . (6.4) 
[I1 est probable que l’on a xi,? = xi,2 = &??% = 40,112..., valeur atteinte 
sur le rtseau associe a l’anneau des entiers du corps de degre 5 de 
discriminant 1609. ] 
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